Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

@ SERIES DEFINIES EXPLICITEMENT

Etudier la nature des séries suivantes :
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gement de variable x= cos 0.
2
2) Endéduire la nature de Z Arccos (— Arctan (nz)).
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‘ ®@® Etudier la nature des séries suivantes :
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| Z \‘ Justifier la convergence des séries suivantes et calculer

_J leurs sommes.
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SERIES ET FAMILLES SOMMABLES

5) @@ En exploitant la constante d’Euler v :

=1"
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a) ZT b) Zn(n+1)'

1
6) DO® Zlncos;.

®®® Soienta,beR. A quelle condition nécessaire
et suffisante sur a et b la série :

Z (lnn+aln(n+1)+bln(n+2))

est-elle convergente ? Calculer sa somme le cas échéant.
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6| 1
— 1) Montrer que la série Z( 1)'In(1 + converge.

1
2) Exprimer Z (=1 ln(l + —) a l'aide de facto-
k=1 k
rielles pour tout n € N*,
3) En déduire, grace a la formule de Wallis, une ex-

+00 1
pression explicite de Z (—1)"In (1 + —).
n
n=1

‘ 7 ‘ OO Montrer que pour un certain { €R :
- Z = 2/n+L+0(1)
[Yl*)‘#

en calculant un developpement asymptotique lorsque n

tend vers +oo de vn+1— /n.
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1) Justifier I'existence de f —— dt pour tout
0 t neN.
2) Trouver une suite (u,,),ey POSitive simple telle que

nmw
sint
pour tout n € N* : f
0

T dt= Z( D¥ug.

sin t
— dt) converge.
neN

nrt
3) Endéduire que la suite (f
0

| ;“ Soient a, 8 € R. On s’intéresse a la nature de la
— série Z m, qu’on appelle une série de Bertrand.
n%(lnn

1) On suppose a > 1. Trouver un réel y > 1 pour

1
—_— = O(—) Conclusion ?
n*(Inn)f n-+oo nv
2) On suppose a < 1. Trouver un réel y < 1 pour

). Conclusion ?
1

n(lnn)f pout
tout 8 € R grace a une comparaison série-intégrale.

4) Enoncer une condition nécessaire et suffisante de
convergence des séries de Bertrand.
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q NY no oo n¢(lnn)f

3) Déterminer la nature de la série

n(n+1)
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‘ ®@® Soit a € R. On pose u, =
n

| 10 pour tout

— neN*.
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1) Etudier la convergence de la série Zun dans le
casoua <Ooua>1.

2) On suppose a présent que 0 < a < 1 et pour tout
n € N¥, on pose v, = Uy,_; + Uy,.
a) Montrer que la série

b) En déduire la nature de la série Z u,.

v, converge.

11) @GO

1
1) Montrer que I'ensemble {x €R ) sin?x < = B } ne

contient Jamals trois entiers consécutifs.
202

sin
2) En déduire que la série Z n

diverge.

@ SERIES ABSTRAITES

‘12‘ ®® Soit (u,),ey € RY. La série Zuﬁ converge-t-

—elle: 1) silasérie Zun converge?

2) sila série Zun converge absolument ?

@ @ Soit (un)nEN € RN
1) On suppose (u,),ey positive. Montrer que les sé-

o un
ries E u, et E
1+u
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ont méme nature.
n

2) Onsuppose que les séries Z u, et Z ui convergent.

‘- u
Montrer que la série E 1 +” converge.
u

n

‘ 14 @ Soient (i) nen, (Vn)nen € RY positives. On sup-

— pose que les séries E u, et » v, convergent.

1) a) Montrer que la série Zu v, converge.
b) Et sans I’hypothése de positivité ?

2) FEtudier la nature des séries Z Vu,v, et Z \/7

15 1) @@ Soit (u,),ey € RY décroissante.
a) On suppose que la série Z u, converge. Mon-
1
trer que u, = o(—) en étudiant Z Uy.
n— +o0o n n
1<
b) La réciproque est-elle vraie ? 2=
2) ®@® Soit ¢ : N* — N* une fonction stricte-
ment croissante. On pose pour tout x =0 :
d(x) = {n eN'| p(n)< x} .
Montrer que si la série Z converge, alors
®(x) = o(x). pin
‘ 16\ Cle

~~) 1) Soit (u,),ey € RY strictement positive. On suppose
que pour un certain a > 1 :

u a 1
Uat1 1__+o(_).
un n— 400 n n

SERIES ET FAMILLES SOMMABLES

a) Montrer que pour tout 3 < a, la suite (nﬁ un)
est décroissante a partir d'un certain rang.

b) En déduire que la série Zun converge (regle
de Raabe-Duhamel).
1

, 2n
2) Etudier la nature de la série Z ( ) o
n n

utiliser les formules de Wallis et Stirling.

neN

sans

‘17‘ ©O

~") 1) Soient (u,),en € RY et (v,),en € CV. On pose pour
n

V, = ka.

k=0
est décroissante de limite nulle et (V,),cn bornée.
a) Montrer que pour toutn € N :

toutn € N : On suppose (U, )pen

n n—1
Z UV = Up Vi — Z (Werr — i) Vi
k=0 k=0

De quel résultat bien connu cette relation est-
elle 'analogue ?
b) Endéduire que la série Z u,v, converge (régle
d’Abel).
2) Soient (u,)pen € CY et a > 0. Montrer que si la sé-
. Lo u .
rie Z u, converge, la série Z —Z converge aussi.
n
3) Soient (u,),en une suite réelle décroissante de li-
mite nulle et w € U\ {1} Montrer que la série
Zw”un converge. Quel résultat généralise-t-on
ainsi?
4) @@ Soient f €Reta>0.

m@
sin(nf
a) Etudier la nature des séries Z Z (n )

cos(n6
ot Z (n6)
na
. 1 —cos(2x)
b) Montrer que |sinx| = —————= pour tout
x €R. 2

¢) Etudier la nature des séries :

|sin(n6)| |cos(n6)|
P L

‘ 18 ‘ ®®® Soit (Uy)pey- € CY On suppose que la série

u, converge et on pose U, = Z u; pour tout n € N*.
k=1
1) Exprimer Zkuk en fonction de Uy, ..
k=1
tout n € N* et en déduire que Z ku, = o(n).
k 0 n— +00o
u; +2uy +...+nu

n(n+1)

., U, pour

2) Montrer que la série Z
et calculer sa somme.

I converge

Soit (u,),en- € RY strictement positive. On pose pour
n

\ 19 \
~ toutneN*: S, =Zuk.
k=1
u
1) (® Montrer que si Z u, converge, Z —_ " converge

aussi.
2) &@® Montrer que si Zu diverge, Zln

diverge ausi, puis également Z —

Tl
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u
3) ®®@® Montrer que Z S—Z converge toujours.
n

@ FAMILLES SOMMABLES

Dans les exercices qui suivent,
'existence des sommes infinies
mérite bien stir d’étre justifiée.

On pose L, =1 et pour tout k € N* :
Li=X(X-1)...(X—k+1).

\20\

est sommable
neN

p
1) Montrer que la famille (ﬂ)
pour tout P € C[X]. n

+o00o

L
2) Calculerz k()
n!

n=0

pour tout k € N.
+C;O 4

3) & @ En déduire Z —

@@ Soient a € R et z € C pour lequel |z| < 1. Cal-
culer :
+00 +00

1) ZZ )

n=0 k=n
+00 +00

3) ZZ— 4)

n—lk n

5) Z( 1)“ =
o

6 OO Z T

\21\
+00 +00 ( 1)k

2

n=1 k=n
+00 +00

ZZ(m—i—n)a

m=1 n=1

en fonction de {(3).

®® A quelle condition nécessaire et suffisante sur
z,a,b € C les familles ( p,q)p,q N suivantes sont-elles
sommables ? Le cas échéant, calculer leur somme.

ZP apbq qup (p +q)zp+q‘
p

1) —. 2 '
plq!
"2*3\‘ @@ Soit z € C pour lequel |z| < 1. Montrer que :

\2\

q! p'q!
+o0 2n+1 +o0 n

Z Z
D Zl_ZZnH:le_ZZn'
n=
(—1)z" too 2
2) Z 1 —g2n+l = 1 +22n+1

O

n=

Zn +00

3 = m u d(n) dési 1

) Zl: - Z_l: (n) = ou d(n) désigne le
nombre de diviseurs positifs de n.

vt
—. Calculer :
90

+00 (_1)n
D

n=1

On ADMET que {(4) =

1
2 ; (2n+1)?

\24\
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SERIES ET FAMILLES SOMMABLES

1
DOC Y am D OO Y o
m,neN* m,neN*
m<n
( 1)mn
H oo Y, znz 5 OO0 D, ——.
m,neN* m,neN*
m|n
6)
m,neN*
mAn=1

1) @@ Calculer:
a) Z(—l)l’ (Lp)—1).

b) +Z°°: ¢(2p).

22p
)k 1

2) OO OnADMETqueln(l—i—x)—Z( !

pour tout x € ]—1,1]. Calculer en fonctlon de la

constante d’Euler y :
+00
Z (—1)? ¢(p).
p=2 p

a) Z C(p)—l‘
=2 P

1
1) Calculer E .
= (P2 +a)(p+q+1)

qeN
v
2) En déduire ; m

®@® Soitz €C\ (—N).

1) Décomposer en éléments simples la fraction ration-

nelle our tout n € N.
XX +1D)..xX+n) ¥
2) En déduire que :
+00 +00

1 ~ (—1)"
;02(2+1)...(z+n) _eHZO nl(z+n)

™ @ Soit a € R. Montrer que la famille ( )
me +n? )i nen-

~ est sommable si et seulement si @ > 2. On pourra ob-

\30\

server que pour tous x,y = 0: (x+y)? = x?+y?

+
et  Vxy s xzy‘

®®@® Soient a € R et a,b > 0. Les familles sui-
J vantes sont-elles sommables ?

1
1) — . 2)
nep n,p=2

zP4 1
3 —. 4) (— .
P!q! np(n+p) n,peEN*

1 1
o (o) o G
aP + b4 p,qEN r* JreQn]l,+oo[

Soit (an)nEN une suite de réels positifs. On suppose que

1

2_ 2) :
N* =P Jnpen«, n#p

'a0=0etZa =1.
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1) Montrer que la série Zanx” converge abso-
lument pour tout x € ] —1,1[. On note A(x) sa

somme. .
2) @ On pose b, = Z a; pour tout n € N. Mon-
k=0
trer que la série Z b, x™ converge absolument pour

(X)
tout x € ]— 1, 1[ et que sa somme vaut =
3) @@ @ On pose cy =0 et pour tout n EN* :

n—1
c,=a,+ chan_k.
k=0

a) Montrer que c, € [0,1] pour tout n € N.
b) En déduire la série ¢, x" converge absolu-

ment pour tout x €]—1, 1[ et calculer sa somme
en fonction de A(x).

| 31 \ OO0 N oo o
1) Soit (u,)peny € R" positive décroissante. Montrer
que les séries ) u, et » 2"u,, ont méme nature
(critére de condensation).
2) Redémontrer le théoréme de convergence des sé-
ries de Riemann.
3) Montrer que pour tous 3 € R, la série de Bertrand
1
Z ——— converge si et seulement si § > 1.
n(lnn)f
\32\ OO0 1R
) 1) Soient (a,)nens> (bplnen: € £ (N*,C). On pose pour
toutneN*: (axb), =Zad bn. Montrer que
deN*
d|n
axb e (! (N* C), puls exprimer Z (a * b), en
n=1
fonction de Z a, et Z b,.
n=1 n=1
2) Pour tout n € N*, on note d(n) le nombre de divi-
seurs positifs de n et o(n) leur somme.
a) Montrer que pour tout a >1:
+00
d(n)
D =Ly
n=1
b) Montrer que pour tout o > 2 :
5 o
> =@ i(a—1).
n®
n=1
‘33‘ OO Soita>1.

~~/ 1) Montrer que pour tout n € N* :

w@l(-2)-E2

pEP keE,
psn

ou E, est 'ensemble des entiers naturels qui ne
sont divisibles par aucun nombre premier inférieur
ou égal a n.
2) En déduire le développement en produit eulérien de
: : 1\
lafonction { : {(a)= lim (1 - —) .
n—+0o pa
P

psn
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SERIES ET FAMILLES SOMMABLES

QOO
1) Soient (x;);c; € £1(I,R,) et (I,),ey une suite dé-
croissante de parties de I pour laquelle m I, =@.

neN
a) Montrer que pour toute partie finie F de I, il

existe un entier N € N pour lequel FN Iy =@.
b) En déduire que nlgrnoo Z,: x; =0.
i€l,
2) Soient (z;);e; € £'(I,C) et (I,,),ey Une suite crois-
sante de parties de I pour laquelle U I,=1.

Z; = E Z;

i€l, i€l

Montrer que lim
n—+0o

@ ®® On dit qu'un ensemble E est au plus dénom-
brable s'il existe une injection de E dans N. On ADMET
que N et N? sont équipotents.

1) Soient I un ensemble au plus dénombrable et (4; );¢;
une famille d’ensembles au plus dénombrables. Mon-
trer que U A; est au plus dénombrable.

iel

2) Soit (z;);c; une famille sommable de nombres com-
plexes. Montrer que I'ensemble {i el| gz # O}
est au plus dénombrable.




