
Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI SÉRIES ET FAMILLES SOMMABLES

SÉRIES DÉFINIES EXPLICITEMENT

1
Étudier la nature des séries suivantes :

1)
∑ 1

n n
p

n
. 2)
∑ n

2n + n
. 3)
∑

e−
p

n.

4)
∑ 1
�

n2 + 1
�

sin
1p
n

. 5)
∑ n!3

(3n)!
.

6)
∑
�

n

n+ 1

�n2

. 7)
∑ n2 ln n

an
(a > 0).

8)
∑ 1

(ln n)ln n
. 9)
∑ an

1+ a2n
(a ∈ R).

10)
∑ 1

(ln n)n
. 11)
∑ 1

ln
�

n2 + 1
� .

12)
∑

sin
�

π
p

4n2 + 1
�

. 13)
∑ 1

n!

n
∏

k=2

ln k.

14)
∑ n!2

2n2 . 15)
∑

cosn 1

nα
(α > 0).

16)
∑

�

e−
�

1+
1

n

�n�

. 17)
∑

∫
π
n

0

sin x

1+ x
dx .

18)
∑ 1

n
n ln
�

1+ 1
n

� . 19)
∑

∫
π

2
p

n

0

ex tan x dx .

20)
∑

�

1− 1

ln n

�

p
n

. 21)
∑ aln n

n
p

n
(a > 0).

22)
∑ n!α

(2n)!
(α ∈ R). 23)

∑ 1

n ln(n!)
.

24)
∑ 1

n cos2 n
. 25)
∑ (ln n)n

n!
.

————————————–

2
1) Montrer que Arccosx ∼

x → 1

p

2 (1− x) grâce au chan-

gement de variable x = cosθ .

2) En déduire la nature de
∑

Arccos
�

2

π
Arctan
�

n2
�

�

.

————————————–

3
Étudier la nature des séries suivantes :

1)
∑

ln
�

1+
(−1)n

n

�

. 2)
(−1)n
p

n+ (−1)n
.

3)
∑

(−1)n
p

n sin
1

nα
(α > 0).

4)
∑ (−1)n

n
p

n!
. 5)
∑

(−1)n
�p

n+ 1−
p

n
�

.

6)
∑ (−1)n

n
2
3 + sin(n)

. 7)
∑

sin
�

π
p

n2 + 1
�

.

8)
∑ (−1)n(ln n)2p

n
.

9)
∑ (−1)n

nα + (−1)n
(α ∈ R∗).

————————————–

4
Justifier la convergence des séries suivantes et calculer
leurs sommes.

1)
∑ 1

n(n+ 1)
. 2)
∑ n

7n
.

3)
∑ 1

(3n+ 1)(3n+ 4)
.

4)
∑

ln
�

1− 1

n2

�

.

5) En exploitant la constante d’Euler γ :

a)
∑ (−1)n−1

n
. b)
∑ (−1)n

n(n+ 1)
.

6)
∑

ln cos
1

2n
.

————————————–

5
Soient a, b ∈ R. À quelle condition nécessaire

et suffisante sur a et b la série :
∑�

ln n+ a ln(n+ 1) + b ln(n+ 2)
�

est-elle convergente? Calculer sa somme le cas échéant.

————————————–

6
1) Montrer que la série

∑

(−1)n ln
�

1+
1

n

�

converge.

2) Exprimer
2n
∑

k=1

(−1)k ln
�

1+
1

k

�

à l’aide de facto-

rielles pour tout n ∈ N∗.
3) En déduire, grâce à la formule de Wallis, une ex-

pression explicite de
+∞
∑

n=1

(−1)n ln
�

1+
1

n

�

.

————————————–

7
Montrer que pour un certain ℓ ∈ R :

n
∑

k=1

1p
k
=

n→ +∞
2
p

n+ ℓ+ o(1)

en calculant un développement asymptotique lorsque n

tend vers +∞ de
p

n+ 1−pn.

————————————–

8
1) Justifier l’existence de

∫ nπ

0

sin t

t
dt pour tout

n ∈ N.
2) Trouver une suite (un)n∈N positive simple telle que

pour tout n ∈ N∗ :

∫ nπ

0

sin t

t
dt =

n−1
∑

k=0

(−1)kuk.

3) En déduire que la suite

�∫ nπ

0

sin t

t
dt

�

n∈N
converge.

————————————–

9
Soient α,β ∈ R. On s’intéresse à la nature de la

série
∑ 1

nα(ln n)β
, qu’on appelle une série de Bertrand.

1) On suppose α > 1. Trouver un réel γ > 1 pour

lequel
1

nα(ln n)β
=

n→ +∞
O
�

1

nγ

�

. Conclusion?

2) On suppose α < 1. Trouver un réel γ < 1 pour

lequel
1

nγ
=

n→ +∞
O
�

1

nα(ln n)β

�

. Conclusion?

3) Déterminer la nature de la série
∑ 1

n(ln n)β
pour

tout β ∈ R grâce à une comparaison série-intégrale.
4) Énoncer une condition nécessaire et suffisante de

convergence des séries de Bertrand.

————————————–

10
Soit α ∈ R. On pose un =

(−1)
n(n+1)

2

nα
pour tout

n ∈ N∗.

1
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1) Étudier la convergence de la série
∑

un dans le
cas où α ¶ 0 ou α > 1.

2) On suppose à présent que 0 < α ¶ 1 et pour tout
n ∈ N∗, on pose vn = u2n−1 + u2n.

a) Montrer que la série
∑

vn converge.

b) En déduire la nature de la série
∑

un.

————————————–

11
1) Montrer que l’ensemble

§

x ∈ R
�

�

� sin2 x ¶
1

2

ª

ne

contient jamais trois entiers consécutifs.

2) En déduire que la série
∑ sin2 n

n
diverge.

————————————–

SÉRIES ABSTRAITES

12
Soit (un)n∈N ∈ RN. La série

∑

u2
n

converge-t-

elle : 1) si la série
∑

un converge?

2) si la série
∑

un converge absolument ?

————————————–

13
Soit (un)n∈N ∈ RN.

1) On suppose (un)n∈N positive. Montrer que les sé-

ries
∑

un et
∑ un

1+ un

ont même nature.

2) On suppose que les séries
∑

un et
∑

u2
n

convergent.

Montrer que la série
∑ un

1+ un

converge.

————————————–

14
Soient (un)n∈N, (vn)n∈N ∈ RN positives. On sup-

pose que les séries
∑

un et
∑

vn convergent.

1) a) Montrer que la série
∑

unvn converge.
b) Et sans l’hypothèse de positivité ?

2) Étudier la nature des séries
∑

p

unvn et
∑

p

un

n
.

————————————–

15
1) Soit (un)n∈N ∈ RN décroissante.

a) On suppose que la série
∑

un converge. Mon-

trer que un =
n→ +∞

o
�

1

n

�

en étudiant
∑

n
2<k¶n

uk.

b) La réciproque est-elle vraie?
2) Soit ϕ : N∗ −→ N∗ une fonction stricte-

ment croissante. On pose pour tout x ¾ 0 :

Φ(x) =

�

�

�

¦

n ∈ N∗ | ϕ(n) ¶ x
©

�

�

�.

Montrer que si la série
∑ 1

ϕ(n)
converge, alors

Φ(x) =
x → +∞

o(x).

————————————–

16
1) Soit (un)n∈N ∈ RN strictement positive. On suppose

que pour un certain α > 1 :
un+1

un

=
n→ +∞

1− α
n
+ o
�

1

n

�

.

a) Montrer que pour toutβ < α, la suite
�

nβun

�

n∈N
est décroissante à partir d’un certain rang.

b) En déduire que la série
∑

un converge (règle

de Raabe-Duhamel).

2) Étudier la nature de la série
∑

�

2n

n

�

1

22nn
sans

utiliser les formules de Wallis et Stirling.

————————————–

17
1) Soient (un)n∈N ∈ RN et (vn)n∈N ∈ CN. On pose pour

tout n ∈ N : Vn =

n
∑

k=0

vk. On suppose (un)n∈N

est décroissante de limite nulle et (Vn)n∈N bornée.
a) Montrer que pour tout n ∈ N :

n
∑

k=0

ukvk = unVn −
n−1
∑

k=0

(uk+1 − uk)Vk.

De quel résultat bien connu cette relation est-
elle l’analogue?

b) En déduire que la série
∑

unvn converge (règle

d’Abel).
2) Soient (un)n∈N ∈ CN et α > 0. Montrer que si la sé-

rie
∑

un converge, la série
∑ un

nα
converge aussi.

3) Soient (un)n∈N une suite réelle décroissante de li-
mite nulle et ω ∈ U \

�

1
	

. Montrer que la série
∑

ωnun converge. Quel résultat généralise-t-on
ainsi ?

4) Soient θ ∈ R et α > 0.

a) Étudier la nature des séries
∑ einθ

nα
,
∑ sin(nθ)

nα

et
∑ cos(nθ)

nα
.

b) Montrer que |sin x | ¾ 1− cos(2x)

2
pour tout

x ∈ R.
c) Étudier la nature des séries :
∑

�

�sin(nθ)
�

�

nα
et
∑

�

�cos(nθ)
�

�

nα
.

————————————–

18
Soit (un)n∈N∗ ∈ CN

∗
. On suppose que la série

∑

un converge et on pose Un =

n
∑

k=1

uk pour tout n ∈ N∗.

1) Exprimer
n
∑

k=1

kuk en fonction de U1, . . . , Un pour

tout n ∈ N∗ et en déduire que
n
∑

k=0

kuk =
n→ +∞

o(n).

2) Montrer que la série
∑ u1 + 2u2 + . . .+ nun

n(n+ 1)
converge

et calculer sa somme.

————————————–

19
Soit (un)n∈N∗ ∈ RN

∗
strictement positive. On pose pour

tout n ∈ N∗ : Sn =

n
∑

k=1

uk.

1) Montrer que si
∑

un converge,
∑ un

Sn

converge
aussi.

2) Montrer que si
∑

un diverge,
∑

ln
Sn−1

Sn
diverge ausi, puis également

∑ un

Sn

.

2
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3) Montrer que
∑ un

S2
n

converge toujours.

————————————–

FAMILLES SOMMABLES

Dans les exercices qui suivent,
l’existence des sommes infinies
mérite bien sûr d’être justifiée.

20
On pose L0 = 1 et pour tout k ∈ N∗ :

Lk = X (X − 1) . . . (X − k+ 1).

1) Montrer que la famille
�

P(n)

n!

�

n∈N
est sommable

pour tout P ∈ C[X ].

2) Calculer
+∞
∑

n=0

Lk(n)

n!
pour tout k ∈ N.

3) En déduire
+∞
∑

n=0

n4

n!
.

————————————–

21
Soient α ∈ R et z ∈ C pour lequel |z| < 1. Cal-

culer :

1)
+∞
∑

n=0

+∞
∑

k=n

1

k!
. 2)

+∞
∑

n=1

+∞
∑

k=n

(−1)k

k3
.

3)
+∞
∑

n=1

+∞
∑

k=n

1

kα
. 4)

+∞
∑

m=1

+∞
∑

n=1

1

(m+ n)α
.

5)
+∞
∑

n=1

(−1)n
+∞
∑

k=n

1

k3
en fonction de ζ(3).

6)
+∞
∑

n=0

z2n

1− z2n+1 .

————————————–

22
À quelle condition nécessaire et suffisante sur

z, a, b ∈ C les familles
�

zp,q

�

p,q∈N suivantes sont-elles
sommables ? Le cas échéant, calculer leur somme.

1)
zp

q!
. 2)

ap bq

p!q!
. 3)

qpzp

p!q!
. 4)

�

p+ q

p

�

zp+q.

————————————–

23
Soit z ∈ C pour lequel |z|< 1. Montrer que :

1)
+∞
∑

n=0

z2n+1

1− z2n+1
=

+∞
∑

n=1

zn

1− z2n
.

2)
+∞
∑

n=0

(−1)nzn

1− z2n+1
=

+∞
∑

n=0

zn

1+ z2n+1
.

3)
+∞
∑

n=1

zn

1− zn
=

+∞
∑

n=1

d(n) zn où d(n) désigne le

nombre de diviseurs positifs de n.

————————————–

24
On ADMET que ζ(4) =

π4

90
. Calculer :

1)
+∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)2
et

+∞
∑

n=1

(−1)n

n2
.

2)
∑

m,n∈N∗

1

m2n2
. 3)

∑

m,n∈N∗
m<n

1

m2n2
.

4)
∑

m,n∈N∗
m |n

1

m2n2
. 5)

∑

m,n∈N∗

(−1)mn

m2n2
.

6)
∑

m,n∈N∗
m∧n=1

1

m2n2
.

————————————–

25
1) Calculer :

a)
+∞
∑

p=2

(−1)p
�

ζ(p)− 1
�

. b)
+∞
∑

p=1

ζ(2p)

22p
.

2) On ADMET que ln(1+ x) =

+∞
∑

k=1

(−1)k−1

k
xk

pour tout x ∈ ]− 1,1]. Calculer en fonction de la
constante d’Euler γ :

a)
+∞
∑

p=2

ζ(p)− 1

p
. b)

+∞
∑

p=2

(−1)p
ζ(p)

p
.

————————————–

26
1) Calculer
∑

p∈N∗
q∈N

1
�

p2 + q
��

p2 + q+ 1
� .

2) En déduire
+∞
∑

n=1

�p
n
�

n(n+ 1)
.

————————————–

27
Soit z ∈ C \ (−N).

1) Décomposer en éléments simples la fraction ration-

nelle
1

X (X + 1) . . . (X + n)
pour tout n ∈ N.

2) En déduire que :
+∞
∑

n=0

1

z(z + 1) . . . (z + n)
= e

+∞
∑

n=0

(−1)n

n! (z + n)
.

————————————–

28
Soitα ∈ R. Montrer que la famille

�

1

mα + nα

�

m,n∈N∗
est sommable si et seulement si α > 2. On pourra ob-
server que pour tous x , y ¾ 0 : (x + y)2 ¾ x2 + y2

et
p

x y ¶
x + y

2
.

————————————–

29
Soient α ∈ R et a, b > 0. Les familles sui-

vantes sont-elles sommables ?

1)

�

1

nαp

�

n,p¾2
. 2)

�

1

n2 − p2

�

n,p∈N∗, n6=p

.

3)
zpq

p!q!
. 4)

�

1

np(n+ p)

�

n,p∈N∗
.

5)

�

1

ap + bq

�

p,q∈N
. 6)

�

1

r2

�

r∈Q∩]1,+∞[
.

————————————–

30
Soit (an)n∈N une suite de réels positifs. On suppose que

a0 = 0 et
+∞
∑

n=0

an = 1.

3
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1) Montrer que la série
∑

an xn converge abso-
lument pour tout x ∈ ] − 1,1[. On note A(x) sa
somme.

2) On pose bn =

n
∑

k=0

ak pour tout n ∈ N. Mon-

trer que la série
∑

bn xn converge absolument pour

tout x ∈ ]− 1,1[ et que sa somme vaut
A(x)

1− x
.

3) On pose c0 = 0 et pour tout n ∈ N∗ :

cn = an +

n−1
∑

k=0

ckan−k.

a) Montrer que cn ∈ [0,1] pour tout n ∈ N.
b) En déduire la série

∑

cn xn converge absolu-
ment pour tout x ∈]−1,1[ et calculer sa somme
en fonction de A(x).

————————————–

31
1) Soit (un)n∈N ∈ RN positive décroissante. Montrer

que les séries
∑

un et
∑

2nu2n ont même nature
(critère de condensation).

2) Redémontrer le théorème de convergence des sé-
ries de Riemann.

3) Montrer que pour tous β ∈ R, la série de Bertrand
∑ 1

n(ln n)β
converge si et seulement si β > 1.

————————————–

32
1) Soient (an)n∈N∗ , (bn)n∈N∗ ∈ ℓ1(N∗,C). On pose pour

tout n ∈ N∗ : (a ⋆ b)n =
∑

d∈N∗
d |n

ad b n
d

. Montrer que

a ⋆ b ∈ ℓ1(N∗,C), puis exprimer
+∞
∑

n=1

(a ⋆ b)n en

fonction de
+∞
∑

n=1

an et
+∞
∑

n=1

bn.

2) Pour tout n ∈ N∗, on note d(n) le nombre de divi-
seurs positifs de n et σ(n) leur somme.
a) Montrer que pour tout α > 1 :

+∞
∑

n=1

d(n)

nα
= ζ(α)2.

b) Montrer que pour tout α > 2 :
+∞
∑

n=1

σ(n)

nα
= ζ(α)ζ(α− 1).

————————————–

33
Soit α > 1.

1) Montrer que pour tout n ∈ N∗ :

ζ(α)
∏

p∈P
p¶n

�

1− 1

pα

�

=
∑

k∈En

1

kα

où En est l’ensemble des entiers naturels qui ne
sont divisibles par aucun nombre premier inférieur
ou égal à n.

2) En déduire le développement en produit eulérien de

la fonction ζ : ζ(α) = lim
n→+∞

∏

p∈P
p¶n

�

1− 1

pα

�−1

.

————————————–

34
1) Soient (x i)i∈I ∈ ℓ1(I ,R+) et (In)n∈N une suite dé-

croissante de parties de I pour laquelle
⋂

n∈N
In =∅.

a) Montrer que pour toute partie finie F de I , il
existe un entier N ∈ N pour lequel F ∩ IN =∅.

b) En déduire que lim
n→+∞

∑

i∈In

x i = 0.

2) Soient (zi)i∈I ∈ ℓ1(I ,C) et (In)n∈N une suite crois-
sante de parties de I pour laquelle

⋃

n∈N
In = I .

Montrer que lim
n→+∞

∑

i∈In

zi =
∑

i∈I

zi .

————————————–

35
On dit qu’un ensemble E est au plus dénom-

brable s’il existe une injection de E dans N. On ADMET

que N et N2 sont équipotents.
1) Soient I un ensemble au plus dénombrable et (Ai)i∈I

une famille d’ensembles au plus dénombrables. Mon-
trer que
⋃

i∈I

Ai est au plus dénombrable.

2) Soit (zi)i∈I une famille sommable de nombres com-
plexes. Montrer que l’ensemble

�

i ∈ I | zi 6= 0
	

est au plus dénombrable.

————————————–
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